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Zadanie

Nasze zadanie sktadato sie z dwéchaae

1. Sformutowanie, przy uzyciu metody Lagrange’a Il rodzaju, rGwnania rézniczkowego dla
podanego uktadu mechanicznego.

2. Obliczenia i wizualizacja zachowania uktadu dla zadanych parametrow.

Schemat uktadu przedstawia rysunek.
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Uktad sktada sie z dwoch punktow materialnych o masachny, potaczonych nieskretna
nicia o dlugaci |, ktéra zostata przeciagnieta przez otwoér w ptaszczyznie. Na uklad dziata
przyspieszenie grawitacyjmggzwrot zaznaczony na rysunku). W uktadzie nie wystepuje tarcie.

Parametry uktadu:

e My, my — masy punktéw materialnych,
e | — dhugast sznura,
e g — przyspieszenie grawitacyjne

Zatozenia punkt 1 porusza sig na ptaszczyznie YZs painkt 2 porusza sie wzdtuz osi X.

Wyprowadzenie rownania
Wspoirzedne uogolnione

Do opisu punktu materialnego w przestrz&iipotrzebne sa trzy wspétrzedne; niech wspot-
rzednexy, y1 i zz odnosza sie do punktu nr 1 (o masig), z&s Xo, Y2 | z» do drugiego punktu
(o0 masieny). Zatem liczba stopni swobody uktadu nieskrepowanege:6.

W ukiadzie wystepuja trzy wiezy:



1. Punkt materialny nr 1 porusza sie na ptaszczyznie YZ, stad
X1 =0.
2. Punkt materialny nr 2 porusza sie wzdtuz osi X, stad
yo=2=0.

3. Ruch punktéw materialnych 1 i 2 nie jest niezalezny. Uwzgledniajac wyzej wymienione
wiezy oraz diugéc sznurkal mozemy stwierddi, ze pomigedzy wspotrzednymgi i z;,
a wspotrzedna, wystepuje zalezrig:

Vo+2Z = (I +x2)°.

taczna liczba wiezéw holonmicznych wystepujacych w uktadzie wynbsk 4 (punkt 1. —
jedno réwnanie, punkt 2. — dwa réwnania, punkt 3. — jedno rownanie). Stad licabai
swobody uktadu jest rowna:

S=n—h=6-4=2.

Jako wspotrzedne uogdlnione przyjmiemy odlé&gtomasym; od otworu, przez ktory przecia-
gniety jest sznur, oraz kap) obrotu sznura wzgledem dodatniej pétosi Z, czyli:

q= (%) = (1,9).
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Wykorzystujac wybrane wspotrzedne uogolnione oraz rOwnania wiezow przygotwenry
transformacyjne:

z7=rcog¢), zn=rcosh—rdsin(d),
y1=rsin(¢), y1=rsing—rdcog¢),
X2:r—|, Xzzf

W ten sposéb wszystkie niezerowe wspotrzedne i predkopisu pierwotnego sa wyrazone
przez wspoétrzedne uogodlnione i ich pochodne po czasie.
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Réwnanie Lagrange’a

Energia kinetyczna uktadu wyrazona we wspoétrzednych pierwotnych wynosi:

T= %ml(yﬂ'zi) + %mz(x%).

Energia potencjalna punkt materialnego o mamsjgest wprost proporcjonalna do odle§t
tej masy od ptaszczyznyd); zatem

U =m- g X.

Po wykorzystaniu wzoréw transformacyjnych, powyzsze funkcje energii kinetycznej i poten-
cjalnej przyjmuja posia

T= %ml(r2¢2+f2) + My (%fz—g(r —I)) ,

U=m-g-(r—I).
Funkcja Lagrange’a uktadu wyrazona we wspétrzednych uogdélnionych przyjmuje€posta
o 1 242 | 22 1,
L=T-U _2m1(r<|) +i9) +mp 5t gr—1)]).

Réwnanie Lagrange’a ma poéta
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przy czymi € {1,2} —q1 =r orazg = ¢.
Obliczamy pochodne czastkowe wystepujace w réwnaniach Lagrange’a:
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Roéwnania ruchu

Poniewaz na uktad nie dziataja sity zewnetrzne oraz nie wystepuja ttumienia ruchu, to réwnania
ruchu przyjmuja posfa

d .
— [(mg +mp) ] — myrd? + mpg = 0,

dt q
5t [mir?¢] = 0.

Obliczajac pochodne ostatecznie otrzymujemy:

(Mg +mp)F —mré +mpg =0,
my (r¢ +2rid) = 0.

Realizacja w programie Matlab 6.0

Whbudowane w programat 1ab funkcje rozwiazujace ukfady rownhadzniczkowych potrafia
operow& na réwnaniach postagi= f(x,y). W naszym przypadku wektgr= [V;, wy,, ], z&b
y =W/, u},r',¢']. Nalezato tak przeformutovéarownania ruchu, aby mogty zostabliczone
przez progran¥atlab. Po prostych przeksztatceniach otrzyraaly:

v L mreg —mg
C T Ty
—2r\]7rw¢rrrl%1 2Vy
w&) pu— 2 = —
myr r
r/ - Vr
W = wy

Wspomniane funkcje, uzywane przez naspde23 orazode45, ktére rozwiazuja ukiady row-
nah przy uzyciu metody Rungego-Kutty; funkcjae 45 jest bardziej doktadna (i jednocade
wolniejsza), nizode23. ROwnania sa na tyle proste, ze nie musiely badé zachowania mo-
delu dla innych funkgcji seribde.

Uzycie funkcjiode jest nastepujace:
[T,Y] = ode(’funkcija’, tspan, y0)
gdziefunkcja oblicza prawa strong wyzej wymienionego uktadu (wekdorspan okresla prze-

dziat czasu lub konkretne wakoit dla ktérych wyznaczany jest wektgt. Parametry0 to
wektor wart&ci poczatkowych.

Funkcja musi bg zapisana w M-pliku; ponizej uzywana przez nas funkcja
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function [Dx]=derivative(t, Xx)

Q

global ml m2 g 1 % parametry uktadu

Vr = x(1) % wartosci z kroku poprzedniego
Vi = x(2) % Vfi -- predkos¢ katowa
r = x(3)

% sprawdzenie skrajnych przypadkéw
if r < le-3

T le-3

Vr = 0

end

if r
r =
Vr

end

[l S
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wyznaczenie wektora
(ml*r*VEi*Vfi - m2*qg)/ (ml+m2)
(=2*Vr*Vfi)/r

= Vr

= Vfi

Dx = [a; b; c¢; d]

2 Ve’ Vfi’ r'  fi’

O Q T w
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Interfejs graficzny zostat zaprojektowany we wbudowanymewl ab programieGUIDE. Uzyt-
kownik ma mozliw&E wprowadzenia wszystkich parametréw uktadu (za wyjatkiem przyspie-
szenia grawitacyjnego, ktore zostato ustalone 188 9n/s), zada wartcsci poczatkowe oraz
wybrat funkcje wykorzystywana do obliche okreslic krok czasowy i il&¢ krokéw. Po obli-
czeniach mozna ogladoanimacje ruchu i obserwowaa biezaco wszystkie parametry lub tez

zobaczy trajektorie ruchu masyy albo wykresr (t).
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Ruch swobodny
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Ruch po okregu < 1)

Taki efekt mozna uzyskadla nastepujacych danychy =4, mp = 2,1 =10,r =5 wy = 10
(vfi). Poniewaz rysunki sa w tym przypadku nieciekawe porusza sie po okregu= cons),
wiec nie zostana zamieszczone.

WhniosKi

e Parametry réwnfaruchu nie zaleza od czasani od katap. Na zachowanie uktadu maja
wplyw trzy parametry.

e Réwnania ruchu maja sens fizyczny tylko gdy parametr(0,1). Gdyr jest bliskie O
(bliskie, ze wzgledu na btedy oblicaemumerycznych), uktad sie zatrzymuje. Podobnie,
gdy r staje sie dostatecznie bliskieoznacza to, ze sita &dodkowa jest na tyle duza,
ze od tej chwili masam bedzie poruszasie po okregu o promieniu Obydwa skrajne
przypadki zostaty uwzglednione w M-funkcji.

e W zachowaniu modelu uktadu mozna wyrdzeitery stany, w zalezsoi od relacji po-
miedzy sita grawitacji dziatajaca, a sita¥ddkowa spowodowana ruchem obrotowym.

— Sity rownowaza sie i ruch masy punktow®j odbywa sie po okregu (jeden z ry-
sunkow wyzej).
— Przewaza wyraznie sita grawitacji i ww masa systematycznie zbliza sie do otworu.

— Przewaza wyraznie sita étbdkowa i ww masa oddala sie od otworu az na dsago
sznura.

— W uktadzie wystepuje rezonang &) jest funkcja sinusoidalna.
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